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EINLElTUNG

In zahlreichen Arbeiten wurden Quadraturformeln Q(f) so bestimmt, daB
fUr das Restglied R(f) = f~j(x) dx - Q(f) die Konstante c in

I R(f)[ ~ c (f j(nl(x)2 dX) l;~

minimal wird (siehe Schoenberg [12]). In dieser Arbeit untersuchen wir
Quadraturformeln mit minimaler Konstante c in folgender Abschatzung

iR(f)i ~ c max Ipn)(x)l,
o'E[O,l]

wobei auch die Stiitzstellen der Quadraturformel variabel sind. Fur die
Falle n = 1, 2 hat Nikolskii [II] schon die optimalen Formeln angegeben.
Diese Ergebnisse soUen hier auf Quadraturformeln von beliebigem Grad n
erweitert werden.

Dabei untersucht man ein L1-Approximationsproblem fUr Splinefunk
tionen mit freien Knoten. Ais vorteilhaft erweist sich die Charakterisierung
der Minimallosungen mit Perfektsplines. Diese Charakterisierung wurde
schon in friiheren Arbeiten von StrauS [14], [I5] durchgeflihrt. In [16]
wurden Charakterisierungs- und Eindeutigkeitssatze fUr Approximations
probleme mit festen und freien Knoten angegeben und der Zusammenhang
mit Quadraturformeln gezeigt. In der vorliegenden Arbeit werden die
Ergebnisse bei freien Knoten ausfiihrlich bewiesen. Dabei zeigt sich, daB
das genannte Problem zu einem L1-Approximationsproblem fUr semi
definite Perfektsplines aquivalent ist. In [14] wurde zunachst gezeigt, daB die
angegebene Charakterisierung durch Perfektsplines beim Problem mit
freien Knoten eine notwendige Bedingung ist. Au13erdem ergab sich, daB
eine Minimallosung stets einfache Knoten besitzt. Es wurde dann ein
Iterationsverfahren abgeleitet. Die Minimallosungen unseres Problems sind
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Fixpunkte dieses Verfahrens. Bier wird nun gezeigt, daB nur ein Fixpunkt
existiert.

Lange [5] hat Aussagen tiber die Variation der Knoten eines Monosplines
bei Anderung der Nullstellen gemacht. Diese Ergebnisse werden aufPerfekt
splines iibertragen und ergeben die Eindeutigkeit des Fixpunktes durch eine
Kontraktionseigenschaft des Iterationsverfahrens. Daraus folgt, daB die
angegebene Bedingung auch hinreichend ist und die Minimall6sung ein
deutig. CA. Micchelli hat eine Minimalleigenschaft der Euler-Mac-Laurin
schen Quadraturformel flir feste Stiitzstellen nachgewiesen. Aus unseren
Uberlegungen ergibt sich die OptimaliUit auch flir variable Stiitzstellen.

1. PROBLEMSTELLUNG

Unter der Quadraturformel eines linearen Funktionals L(f) = f~f(x) dx
flir Funktionen auf [0, 1] versteht man den Ausdruck

rn In i-I

Q(f) = L A;/IO(O) + L B;/(j)(l) + L L C;;/(j)(X,.), (1.1)
iEI jEJ i=l j=O

wobei lund J vorgegebene Teilmengen von {O,... , 11 - I} sein sollen, 0 =
X o < Xl < ... < X m < Xm+l = lund 0 < Tni ~ 11, i = 1,... , Tn ist. Jede
Wahl von Ai, Bi , Cij, Xi Iiefert eine Quadraturformel. Das Iineare Funk
tional R(f) = L(f) - Q(f) wird Restglied genannt. Die Quadraturformeln
sollen stets aIle Polynome bis zum Grad 11 - 1 exakt integrieren, d.h.
R(f) = 0 flir aIle f E 7Tn-1 •

Gesucht sind aIle Quadraturformeln, flir deren Restglied R gilt:

sup I R(f)] = inl' sup I R(f)[,
111(")11

00
<1 Q 11/(n)ll oo<l

(1.2)

wobei Q die genannten Quadraturl'ormeln durchlauft. Ftir die Indexmengen
lund J gelte mit I = {i1,..., ip}, J = U1 ,..., jq}

Iv- 1 + k ?: v, v = 1, ... , 11, (1.3)

wobei I" die Anzahl von Elementen in {i1 ,... , i p ,.it ,... , jq} ist, die kleiner oder
gleich v ist. Diese Bedingung ist wegen l'olgender Aussage notwendig
(Michelli CA. and T.J. Rivlin [9]): Zu jeder Wahl von (Xi)r"=l existiert eine
Quadraturformel von der Form (1.1), die aIle Polynome bis zum Grad
n - 1 exakt integriert, genau dann, wenn lund J die Bedingung (1.3)
erfii.llen.

Daher wird im folgenden stets gefordert, daB Bedingung (1.3) giiltig sei.
Die genannten Probleme sollen durch Approximationsprobleme geI6st

werden.
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n-l HI, rn/ )

S = s Isex) = L GiXi --+- L I b,f(x - Xi)~-J \
i=O i=l j=l i
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em Raum von Splinefunktionen, wobei m und 171, wie oben gewahlt Siild.
Wir bilden die Klasse der Monosplines

iVI".k = {M I M(x) = x"/I1! - sex). S E S;.

die folgende Randbedingungen erfUllen

1'vl",I/C) = ~M E Mn,l: I MIII(O) = 0, i E r. MUI(l) = 0, j E]':.

wobei I' = J1i1 - i-I liE {O, ... , 11 - I}\I} = {i; , , i;/-J,} ,

J' = {n -} - 1 Ii Eta, .. " 11 - l}'-J) = {j~ , ,j;,_~}

ist.
Dabei kann man r und J' als duale Mengen von lund J betrachten. Es

gilt nun: Das Restglied einer Quadraturformel hat die Darstellung

.1

R(f) = (-1)" / M(.I:)jI',)(x) dx,
'0

Dies fiihrt auf unser Approximationsproblem. Gesucht ist ein Monospline
Jilo E !'t1nJ(C), so dal3

,1 .1I I JIb-) I dx :0:( J I M(x): dx
"- 0 0

(IA)

gilt.
Den Losungen von Problem (1.4) sind Quadraturformeln zugeorcinet die

(1.2) erfUllen.

2. CHARAKTERISIERUNGSSATZE

Zur Charakterisierung benotigen wir eine KJasse von SpJinefunktionen, die
sogenannten Perfektsplines

P",;{C) = \ p I P(x) = ,£1 Gjx
j --i- «-1)"/II!) [x n ~ 2 f (-1)' (x - HI)"] .

I, j~O i~1

)

o < U1 < ... < u, < 1. pli)(O) = 0, i E I, pl,)(]) = O,} E J~,
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fUr alle ME Mn,k(C')

wobei ao , a1 , ... , an-l l'eelle Konstanten sind. Diese Funktionsklasse ist
bei Karlin [2] ausfUhrlich beschrieben.

Sei Mn,k(C') die Menge von Monosplines in Mn,k(C'), die in (0, 1) die
maximale Anzahl an Nullstellen besitzt. Bekanntlicherweise haben diese
Monosplines k einfache Knoten. Weiter seien

vorgegebene Mengen, die die Knoten del' Monosplines bzw. Perfektsplines
beschreiben sollen.

Problem I. Seien n, k, lund J vorgegeben. Gesucht ist ein Monospline
MoE Mn,k(C'), del'

rI Mo(x) I dx ~rI M(x) I dx
o 0

erfUllt.

SATZ 2.1. (a) Es existiert genau eine Minimallosung !vlo von Problem I
und M o ist Element von Mn,k(C').

(b) Del' Monospline M o ist genau dann eine Minimallosung, wenn ein
Pelfektspline Po E Pn.rCC), I' = 2k + p + q - n, existiert, so daj3

i = 1,... , k

ist, wobei (X;}7~1 die Knoten von Mo sind.

Del' gr6Bte Teil diesel' Arbeit wird dem Beweis diesel' Aussage dienen. Es
zeigt sich dabei, daB das vorgegebene Problem zu einer anderen Frage
steHung aquivalent ist.

Problem II. Es sei n, k, lund J gegeben. Sei

P~".(C) = {P E Pn".(C) I (-lY' P(x) ~ 0, X E [0,1], r = 2k + p + q - 11].

Gesucht ist ein Po E P,~.rCC), das

If Po(x) dx I ~ If P(x) dx I

erfUHt.

fUr alle P E P~.rCC)
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Dies ist em L1-Approximationsproblem fUr semidefinite Perfektsplines.

SATZ 2.2. (a) Es existiert genau ein Element Po E P",/C), dos Problem II
lOst.

(b) Del' Perfektspline Po ist genau dann eille lVlinirnaliosung, wenn Ein
Jilfonospline M o E Mn,k(C') existiert tnit

i = 1, .... k

wobei Xi die Knoten von JilIo sind.

(c) Es gilt

f I Mo(x): dx = If Po(X) dx [.

Wir nennen die eben beschriebenen Paare klinftig duale Paare, denn die
Knoten des Perfektsplines sind die Nullstellen des Monosplines und die
Nullstellen des Perfektsplines sind die Knoten des Monosplines.

Die genannten Approximationsprobleme sind einander zugeordnet.

3. HILfSSATZE

In diesem Paragraphen sollen einige Hilfsmittel angegeben werden, die
wir spater ben6tigen.

Es seien die Indexmengen lund J vorgegeben, die Bedingung (1.3) erfillJen.
Dann gilt, daB die zugeordneten Indexmengen r und J'

I,: T r ?': v, v = 1,... , n. r = Ie ~ p + q - I! {3.1 )

erfUllen, \vobei I; die Anzahl an Elementen in {i; ..... i;'~p ,j; ,.... j~~q} sein
sol!, die kleiner oder gleich v ist (siehe StrauB [15]).

Auf Grund dieser Eigenschaften gelten die folgenden Aussagen: Es seien
also 11, k, J und J gegeben.

SATZ 3.1. Es existiert genal! ein Jillonospline.M E MnJJC), del' Af(u;) = 0
eifilllt, wobei (Ui)r~l E ~{, I' = 2k + p + q - !1 ist.
(sielle Karlin S. and C.A. Micchelli [4] und (3.1)).
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SATZ 3.2. Es existiert ein PEPn,,'(C), de,.

i = 1, ... ,111, j = 0, ... , l11i - 1,

m

LI11,=n+r-p-q
,~l

elfullt. (siehe S. Karlin [2]).

Wir untersuchen nun die Anzahl der Nullstellen von Splines aus S, d.h.
s E S hat die Form

n-l m ml

sex) = L aixi -+ L L b,;(x - x,)~-j.
£=0 i=l j=l

Dnter S+(C,)~-l = S+({C,}~-l) verstehen wir die Maximalanzahl von Vor
zeichenwechseln der geordneten Folge Co , ••• , Cn - l , wobei man fUr die Nullen
+1 oder -1 setzen darf. Dnter S-(Ci)~-l versteht man die Anzahl der
Vorzeichenwechsel der (CiX'::Ol, wenn die Nullen weggestrichen sind. Es gilt
folgende Beziehung

Mit Z(s; (0, 1» bezeichnen wir die Anzahl der Nullstellen von s in (0, 1)
und Z(s; x) die Vielfachheit von s im Punkt x. Fur x zwischen den Knoten
wird Z(s; x) wie bei Polynomen definiert. In einem Knoten Xj habe nun sex)
eine linksseitige Nullstelle der Vielfachheit ex und eine rechtsseitige Nullstelle
der Vielfachheit (3. Dann wird die Vielfachheit von s in Xj angegeben als

(i) ex, falls ex = (3 :(; n - 111, - 1

(ii) ex -+ S+(s(~)(Xj-), s(n-m;)(Xj+», falls ex ~ (3 = n - I11j

(iii) (3 + S+(sln-mJl(Xj-), €;(-I)Bs({:J)(Xj+», falls (3 ~ ex = n - 111j,

wobei €j = (_1)'1-IJ1;-1 ist. Diese Definition stammt von Micchelli [8]. Als
Z(s; (0, 1» bezeichnen wir die Summe tiber aIle Nullstellen. Wir benotigen
nun einen Satz von Budan-Fourier fUr Splines, der von Melkman [6J
entwickelt wurde. Zunachst wird folgende Hilfsfunktion eingefUhrt:

(a) Sei s vom Maximalgrad auf [0, 1], d.h. sln-l)(x) =f= 0, X E (0, 1) und

W(· ) - S+({ ( 1)' W( - -)}n-m ·-1 { (O( • +)}n-l )s, Xj - . €j - S ..... j n-l J ,S ..... j n-m; - 111j. (3.2)

Dabei wird Cn , ... , Cn- In abgekurzt {C,};~' geschrieben. W(s; Xj) wird als
Vielfachheit der Nullstelle von sin-I) in Xj betrachtet. Fur einen Punkt x~

der kein Knoten ist, gilt W(s; x) = o.
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Mit W(s: (0, 1» bezeichnen wir die Summe liber alle Knoten.

(b) Man h'iBt nun allgemeiner noch zu, daB s nicht auf allen Teil
intervallen den Maximalgrad n - 1 hat und bezeichnet mit 11, den Grad von
s: [Xj, Xi+J. Falls no < n - 1, nm < n - 1 und 11i = J1 - 1, i = 1....
m - 1 ist, dann ist

W(s; (Xl' x",» ist wie unter (a) definiert.

Mit diesen Bezeichnungen zeigt Melkman [6] folgende be!de Aussagen:

SATZ 3.3. Sei s EO S ein Spline ohne Nullstelleninterval!, del' s,n-1)(x) = 0

X EO (Xl' XI") elfiillt. Dann gilt

SATZ 3.4. Sei s EO S ein Spline mit Hochstgrad 11j auf (Xj , )(j+1)' dann gilt

Z(s; (0, 1)) - S-(s(j)(O»~-l + S+(p(! »;~1 ~ f I'i1j - >If (n - - 11;').
j=! j=J

Diese beiden Satze sind Spezia1falle der Aussagen von Melkman. Mit
Hilfe dieser Aussagen wird gezeigt:

LEMMA 3.5. Sei M EO Mn,k(C') gegeben mit

Dann gilt

(a) (-1))) M(x) > 0 X EO (0, E), € hinreichend klein

(b) Es ist hi > 0, i = 1, ... , k, wobei

Beweis. (a) Aus den Nullstelleneigenschaften in 0 bzw. 1 folgt

S 7(M(j)(I»n -----~ 0 y 11 - q,
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da n - p = Il' lund n - q = IJ' [. Damit ist

Z(M; (0, 1)) - S-(M(i)(O)); + S+(M(;)(1)); ;?: r - p + 11 - q = 2k.

Nach Satz 3.4 folgt, daB die linke Seite kleiner gleich 2k ist, d.h.

Nun ist M(n)(o) > 0; daraus folgt (-I)PM(O) ;?: 0 und es existiert ein
E > 0, so daB (-l)PM(x) > 0 flir x E (0, E).

(b) Diese Aussage wurde ohne Randbedingungen bei Micchelli [8]
bewiesen. Sie folgt auch aus Satz 3.3.

LEMMA 3.6. Sei P E Pn,,.(C), r = 2k + p + q - n und

Dann ist

P(X;) = P'(Xi) = 0, i = I, ... , k, (Xi)~~1 E X.

(a) (-I)"P(x) ;?:O,XE[O, 1],

(b) (_I)ppln)(o) = 1,

(c) S-(p(i)(O))~ = n - p, S+(P(i)(I))~ = q.

Beweis. (-l)PP(O) = 1 folgt sofort aus der Darstellung von P. Wie in
Lemma 3.5 beweist man die Aussage (c). Daraus folgt, daB (-I)np(x) ;?: °
auf(O, E) flir ein hinreichend kleines E > 0. Man kann nun mit Satz 3.4 zeigen,
daB P auBer den k doppelten Nullstellen keine weiteren Nullstellen haben
kann. Dies beweist Aussage (a).

Es gelten auBerdem Verschranktheitsbedingungen, die von einer Reihe
von Autoren angegeben wurden.

LEMMA 3.7. (a) Sei ME M",I,(C') mit den Knoten (xJL und den Null
stellen (Ui)~~1 , r = 2k + p + q - n. Dann gilt

i = 1,... , k

sofern die Indizes sinnvoll sind.

(b) Sei PEPn".(C) mit den doppelten Nullstellen Xi und den Knoten
(Ui)~~1 , r = 2k + p + q - n. Dann gilt

Yi-P < Ui < Y,,+;-p, i = 1, ... , 1',

sofern die Indizes sinnvoll sind, wobei Y2;-1 = )'2; = Xi, i = 1, ... , kist.

AujJerdem ist folgende Aussage wohlbekanm.
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LEMMA 3.8. Es sei eine geordnete Punktmenge T = {ti};::;;c- p
-

q in (a, by
gegeben und der Raum S mit vorgegebener Knotenrerteilung. Das Interpo!a
tionsproblem

set;) = Yi

S(il(O) = yl
s{j)(l) = yl

i = 1,... , n + k - p-- q

i E I

JEI

hat genau eine Losung s E S IiiI' beliebige reelle Daten (Yi);'::lk- lJ
-

q
• (Y/')iEJ ,

Cr/tEJ, wenn gilt:

(a) In jedem Pun/a .X E (a, b) durJen !l1sgesamt hochstens n Punkre
con T lind Knoten ron S zusammenJallen.

(b) Es gilt

i = 1,.. >, 11 + k - p - q

soJ!::1'I1 die Indizes sill/wall sind.

(e) Die Mengen I lind I erJullen (1.3).

Bemerkung 3.9. In Karlin [2] wurde die Eindeutigkeit der Lasung von
Satz 3.2 nur fUr speziellere Randbedingungen gezeigt. Aber auch in unserem
Fall ist die Lasung noeh eindeutig. Man kann dies z.E. auch mit Hilfe von
Lemma 3.8 unter Benutzung der Aussagen in StrauB [14], Section 2 zeigen.

4. BEWEISE

Tn StrauB [14] wurde fUr speziellere Randbedingungen schon gezeigt, daB
die in Satz 2.1 genannte Bedingung notwendig fUr Minima1l6sungen ist.
Daraus wurde ein Iterationsverfahren entwiekelt, das Monosplines mit diesen
Eigensehaften liefert. Diese Aussage wird hier in folgendem Sinne erweitert.
Es wird gezeigt, daB zu vorgegebenen Werten von n, k, [und I genau ein
Monospline existiert, der einen dualen Perfektspline besitzt. Dieser Mono
spline ist dann die Minimal1asung und kann mit Hilfe des Iterationsverfahrens
bestimmt werden.

Wir gen6tigen nun folgende Vereinbarungen: Sei P E Pr,,.{C) gegeben
dureh

[ }. 1Df __ ~i 1J 1 n, i,.. _J n
,\.x) -- i~' Ci'\ + ((-1) /n.) x -;- 2 i~l (-1) (.;,: - 1,J_-,'

wobei

P(Xi) = 0, P'(Xi) = 0, i = 1,... , k, (Xi) EX, pUl(1) = O,jEJ (4.1)
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gilt. Dieses Gleichungssystem soIl kurz durch

P(X, V) = 0, V = (Ci~ , ..• , Ci~_p' Ul , ... , u,.) (4.2)

beschrieben werden.
Sei ME M".k(e') gegeben durch

I,

M(x) = x"ln! - ') aixi - I b;(x - X;):-l
iEI i=l

wobei

M(uJ = 0, i = 1'00" r, (uJ E 'H, M(jj(l) = O,j E J' (4.3)

gilt. Dieses G1eichungssystem wird kurz

M(U,X) = ° U = (ul '00" UI')

X = (ail"'" aip ' bl "00' bl,:, Xl '00" XI,:) (4.4)

geschrieben.
Es existieren nun Abbildungen J~ g, so daB

V = J(X), P(X, J(X)) = °
X = g(U), M(U, g(U)) = °

fUr aBe X E );

fUr aIle U E 'H

gilt.
Wir betrachten noch die folgenden Restriktionen:

f = (fl ,... , f,,) : = (.T"-1>+1 ,... , .Tn-PH)

g = (gl '00" g,J := (gl'+P+l '00" g2k+P)'

Dann gilt: f: 3: ->- "ll, g: Il{ ->- 3:. Weiter sei h = g .f: 3: ->- 3:.

Iterationsvelfahren: Es sei Xl E 3: beliebig Yorgegeben. Dann sei fUr alle
natiirIichen Zahlen v

Uv = !(Xv)

Xv+l = g(UJ

AuBerdem seien P,. die L6sungen von (4.1) zu Xv und MV+l die L6sungen yon
(4.3) zu Uv '

Dann gilt der Satz (siehe auch StrauB [14]):

SATZ 4.1. Es besteht die Beziehung

wobei das Gleichheitszeichen nul' fur Jl,fv = M V + 1 gilt.
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Beweis. Die auftretenden Splines haben folgende Form

Ie'

lVV~l(X) = X
n

ll1! - I il'.v+1Xi - I bi,vH(X - X;.,,+J:-1
iEI i=l

mit Jlfv-c1(Uiv) = 0, i = I, ... , r und

i = 1,. ..• k.

Eine n-fache partielle Integration liefert

,.. 1 n-l... * II! jliix) P,<"\x) dx = I (-1)' JY1,~i)(X) . p,~n-1-l)(x) II

'0 i~O 0

~ ±(_1)"-1 M,~"-l)(x) p,'c'(l"'-O
l=l : t'il'-O

.1

+ (-1)" .1
0

P,,(x) dc;

.1

= (-1)" J P,.(x) dx.
o

(4,5)

Die erste Summe vel'schwindet wegen del' Nullstelleneigenschaften am Rand.
die sich aus M v E .Nf",1,cC'), Pv EO P",,(C) ergeben und die zweite Summe
wegen Pv(Xi,) = 0, i = 1,... , k. Nach del' Konstruktion falgt aus Lemma 35a
und Lemma 3.6b

Wie in (4.5) falgt

[1.( ... (nl
, ih V+l~X) Pv (x) dx
• n

7: r1

I (_1)"-1 b;,v+1(n - 1)! P,,(Xi,'.+!) -.L (-1r! P,.(x) dx.
·'0

(4.6)

(4.7)
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Es gilt bi,v+! > 0, i = 1,... , k, nach Lemma 3.5b und (-l)"P,,(x) ~ 0,
X E [0, 1], nach Lemma 3.6a. Daraus fo1gt

k

I (-1 )"-1 bi,,,+!PvCXi.l'+l) ~ °
i=l

und Gleichheit gilt genau dann, wenn Xi,,,+! = Xi,v , i = 1,... , k.
Die Beziehungen (4.5), (4.6), (4.7) und (4.8) ergeben

J
1 .1

I )\,'f"+1(X) I dx ~ (-1)" J P,,(x) dx
o 0

= CMix) P:")(x) dx ~ CI kf,,(x) ( dx
'0 '0

(4.8)

und Gleichheit gilt, wenn Xi,v+l = Xiv, i = 1,... , k, d.h. es muB kf" = M"+l
sein. Dieses Iterationsverfahren, angewendet auf Elemente von Mn,l,,(C'),
1iefert uns duale Paare. Mit ahnlichen Argumenten foIgt nun, daB in M n,7,,(C')
kein Monospline mit kleinerer L1-Norm ais in Mn,//C') liegt.

SATZ 4.2. Zu jedem ME M ",1/C')\Mn ,l/C') existiert ein M 1 E Mn,k(C'),
so dajJ

1'1 I M1(x)] dx < J1 I M(x) I dx.
Jo 0

Beweis. Wir setzen hi = 111i, falls 111i gerade und hi = 111i + 1, falls 111i
ungerade ist. AuBerdem sei h = (1(2) (2k - 2::1 hi)' Falls h > ° ist,
wahlen wir Punkte (Zi):~l , die mit keinem Knoten Xi von M zusammenfallen
durfen.

Sei nun P E PI/,,.(C) Losung des Interpolationsproblems

P(zJ = P'(::i) = °

i = 1,... ,111

j = 0,... , hi - 1

i = 1,... , h.

Man kann nun eine (4.5) entsprechende Beziehung herstellen, aus del'

(1 .1
, M(x)' P(l1)(X) dx = (-1)" J P(x) dx
'0 0
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foigt. Da sgn JI(x) T p(n)(X) ist, gilt

r
1

, jYl(x)] dx > I r
1

pex) dx Iii •

.10 • 0 '

215

Dem Perfektspline PEPn,r(C) kann man nun wie in Satz 4.1 einen Mano
spline MI E lvJnJlC') zuordnen, so daB

C1Aflex)1 dx < ( : 11;[<-';)1 dx
• 0 • 0

gilt.
AuBerdem gilt:

SATZ 4.3. Es £xistiert ein Mo E l1-[n,k(C'), so dajJ

01 II
.1

0
I j\;fo(x) I dx ~ 0 : .M(x)] dx fUr alle AI E M n , ~ (C')

Beweis. Es ist eine wohlbekannte Tatsache, daB die Koeffizienter:. def
Elemente von AIn.lc(C') beschrankt sind. Daraus falgt die Existenz einer
MinimaUosung.

Bemerkung 4.4. Bisher wurde gezeigt: Aus Satz 4.2 foIgt, daB jede
Losung von Problem I in Mn.k(C') liegen muB. In M a,7,(C') konnte die
Existenz einer Minimallosung nachgewiesen werden. Damit existiert eine
Minimallosung M o und sie hat maximale NuHstellenanzahl.

Jeder Minimallosung Alo ist nach Satz 4.1 ein dualer Perfektspline zugeord
net. Nun soll noch gezeigt werden, daB nur ein duales Paar existiert. Dabei
benutzen wir Beweismethoden wie sie Lange [5] angegeben hat. Dies [uhrt
UilS zur L6sung unseres Problems.

Wir umersuchen die weiter oben angegebene Abbildung h: X ---->- X. UIT.
gewisse Kontraktionseigenschaften von h nachzuweisen, betrachtet man die
partiellen Ableitungen vonfund g.

Informationen tiber diese partielle Ableitungen erhalt man, wenn man die
Gleichungssysteme (4.2) und (4.4) differenziert. Es gilt

LEMMA 4.5. Es seien die Gleichungssystem£ P(X, U) = 0 und lv!( [I, X) =

ogegeben. Dann ist

(a) d'" (! 8P(X, V) ) de 0
~t ~u .,, c ,

(b) det ( 8M~i X) ) ± O.
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Beweis. Diese Aussage ergibt sich mit Hilfe der Verschranktheits
bedingungen von Lemma 3.9.

Nun untersuchen wir die Gleichungssysteme

apex, V)
+

apex, V) . cl (X) = 0 (4.9)ax au oX '

aM(U,X)
+

aM(U,X)
. :~(U) = o. (4.10)au oX

Zunachst wird das Gleichungssystem (4.9) betrachtet. Es ist

0 0 '(
0 0 ,\ k

aPex, V) r(x!) 0 0 !kax (4.11 )
0 0 P"(xk )

0 0

\ q0 0

Man bildet nun die Splines

j = 1'00" k. (4.12)

Aus (4.9) und (4.11) ergibt sich, daB der Spline s} folgende Eigenschaften
besitzt:

i = 1'00" k

i = 1, ... , k (4.13)

Daraus ergibt sich:

LEMMA 4.6. Fur alle.i = 1, ... , k gilt

i = 1, ... , r.
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BClveis. Del' Einfachheit halber bezeichnen wir den Spline von (4.12)
mit den Eigenschaften (4.13) durch s := Sj . Er habe die Form

n-l r

sex) = I G;X' + I b;(x - U;}~-l
i=O i=l

(a) Del' Spline S besitze kein Nul1stellenintervall. Damit ist p ~ J! und
q ~ 11. Aus (4.13) folgt

S-' (')(O)',)n-I ---- <1
~S 0 ~ n - p - , S -( (OC 1 )\n-1 -"Silo ;:;-- q.

Da Z(s; (0, 1» ? 2k - 1 und lilj = 1, j = 1, .. " r. ist. folgt aus Satz 3.4,
r-l .

daB Lj~l(n - 1 - nJ = 0, so daB s auf dem Intervall [u I , lit] Maxlmalgrad
hat. Nach Satz 3.3 gilt dann H7(S; (0, 1» ? r. Da abel' W(s: lI;) ~ 1 ist, folgt
W(s; (0, 1» = t.

Darnit haben wir gezeigt

Z(s; (0,1) = 2k - J,
(4.14)

C.\) Sei nun 110 = 11" = n - 1. Dann gilt nach Definition von W(s; u;)

V/eiter ist SIJ,-I)(lIi-) oF 0 und S(il-l)(U/) ~ 0. i = L .. , r. Aus (4.15) felgt
S\',-l)(II;-) . slr,-ll(u;T) < 0, i = 1,... , r. Da (11 - i)! b, = (SI"-l)(U,~) 

sln-l)(u,-» ist, ergibt sich f:(~ I)ib i > 0, i = I, ... , r und , = ± 1.
Nan ist noch , zu bestirnmen. Es ist (-I)"P(x) ? 0 fiii' x EO' (0, 1) nach

Lemma 3.6a, also (-l)np"(.\) > O. Aus S'(X,) = P"(xj ) und del' Tatsache,
daB P sonst die gleichen Nullstellen wie s hat, folgt -s(x)P(x) > 0 fUr
x EO' (0, E), wobei E > °hinreichend klein ist. Aus (4.14) und (-1)"P(x) ? 0
foIgt dann (-I)PSI~-I)(O)> °und damit (-I)1'h l < 0 und bi . biTI < 0,
i = L ... r - 1. Aus (4.12) ergibt sich die Aussage des Satzes im Fall e:x),

(f3) Sei 110 < il ~ 1, il, = 11 - 1. Dann folgt nach (3.3)

Es ist (n - 1)1 bi = sln-ll(lIl +). Wie in (ex) folgt

d.h. (-1)" bi < O.

Die anderen Knoten werden wie in (ex) behandelt. Wenn I1 r < n - 1 is!,
folgt aus sln-ll(lI r+) = 0, daB bi den geforderten Bedingungen gentigt.
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(b) Die Funktion s besitze Nullstellenintervalle. Sie miissen von del' Form
[0, u,,] bzw. [uv , 1] sein. Falls s diese beiden Nullstellenintervalle besitzt, gilt
S-(s(i)(U,,))g-1 = 0, S+(S(i)(UJ)~-1 = n - 1. Nach Satz 3.4 gilt Z(s; (u", u,,)) :(;
v - fL - n. Aus der Verschranktheitsbedingung folgt, daB von den vorge
gebenen Nullstellen auf die Intervalle (0, u,,], (u", uv) bzw. [uv , 1) jeweils
n + fL - 1 - p, v - fL - n bzw. n + r - v - q entfallen. Aus Satz 3.4
folgt, daB s auf [u", u,,] Maximalgrad hat. Wie in (a) folgt bibi+1 < 0,
i = fL, ... , v-I, nach Satz 3.3 und (-I)"-1s(x) > °fUr x E (u" , U" + E),
d.h. (-l)"-lb" > 0. Daraus folgt nach (4.12), daB (-I)n+"-1+'11(of"/ox;) >0
ist. Da abel' (n + fL - 1 - p) gerade ist, weil die Anzahl der in (0, fL"]
vorgegebenen Nullstellen gerade ist, folgt of,jox} > 0, i = fL, ... , v-I.
Wenn nur ein Nullstellenintervall von s Yorliegt, folgt del' Beweis durch
Argumente, wie sie in (a) und (b) verwendet werden.

Bemerkung 4.7. Es seienX, X Ex gegeben und V = f(X) bzH'. a f(X).
Nach del' Kettenregel gilt

_ _ _ _ k _ _ oj;(X + B(X - X))
Ui - Lli = f,{X) - f,{X) = i~ (x} - Xi) ax} ,

i = 1,... , r, (4.16)

wobei die i-te Komponente von 0 bzw. V betrachtet wird.
Die partiellen Ableitungen vonfmachen eine Aussage dariiber, wie sich die

Knoten beim Interpolationsproblem fUr Perfektsplines andern, wenn die
Eingangsdaten geandert werden. Zunachst haben wir in Lemma 4.6 gezeigt,
daB die partiellen Ableitungen nicht negativ sind. Jetzt soll eine Aussage liber
eine Summe partieller Ableitungen gemacht werden.

Wir bilden
k

sex) = L six).
}~1

Aus (4.13) folgen die Eigenschaften

S(Xi) = 0, s'(Xi) = r(Xi), i = 1,... , k,

S(i)(O) = 0, i E I, s(j)(l) = 0, j E J.

Sei nun

(4.17)

sex) = P'(x) - sex)

= Pn_l(X) + «-IF/(n - I)!)

X [x
n

-
1 + 2 ~ (-1/ (x - Ui)~-1 (1 -t1 {: (X))] (4.18)
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wobei Pn-l ein Polynom von Hochstgrad 11 - 1 ist. Dieser Spline hat fol
gende Eigenschaften

SeX;) = s'(x;) = 0 i = 1,... , k

S<d(O) = p<i+l'(O) i E I

sU'(l) = PU-f1'(l) j EO J

LEMMA 4.8. Del' Spline S von (4.18) elfiUlt

Beweis. Nach Lemma 3.6c ist S-(P(i)(O»~ = n - p und S+(P(i'(l)~ = q.

(a) Es sei {(P<Vl+iJ(O»rll ,... , (P<vh+i)(O»fl'l} die Teilfolge von (Pli)(O));: •
in der die Nullen gestrichen sind. Sie enthalt n - p + 1 Elemente mit n - p
Vorzeichenwechsel. Sei VI ~ O. In der Folge (s<i)(O»)~-1 k6nnen hochstens
folgende Elemente ungleich Null sein

(4.20)

Da auBerdem s<v,>(O) = P<Vi+I'(O), i = 1, .... h ist, 1'olgt S+{(S(il(O»~-IJ :s;; 11- p.
Sei VI = -1. Dann setzt man als ersten Block in (4.20) (s(I'I+;l(O»r~l'

Damit bleibt die Abschatzung nattirlich auch richtig.

(b) Aus S+(P(iJ(l»~ = q ergibt sich, weiI die Fclge q Nullen besitzt,
daB jeder Block ohne Nullen stets das gleiche Vorzeicben besitzt. Sind zwei
Blbcke durch eine gerade Anzahl von Nullen getrennt, besitzen sie gleiches
Vorzeichen, sind sie durch eine ungerade Anzahl von Nullen getrennt,
besitzen sie verschiedenes Vorzeichen. Mit diesen Argumenten ergibt sieh
S+{S(i)(l»;EI; = q - 1.

LEMMA 4.9. Es gilt

, "y, .
(I - ~I :x: (X)) ?' 0, 1= 1, ... , I' (4.2 i)

Fiil' 1= J = 0 gilt 'i.~~1(8;;18xj) = 1, i = 1, ... , 1'. Sonst existiert ein i9 • so
daft 'i.~=I(f:f,PXJ < 1 ist.

Beweis. lm Fan p = q = 0 gilt s ~ 0 wegen der Verschnlnkheits
bedingungen. Damit ist 'i.:~1(8;;18xj) = 1. Falls p ~ 0 oder q ~ 0 ist def
Spline s ~ O. Sei a = S-(s<i)(O»)~-l, bzw. f3 = S+(s(i)(l))~-I.
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(a) Der Spline s besitze kein Nullstellenintervall und sei p ':"= 0, q 7'= O.
Aus Satz 3.4 und Lemma 4.8 folgt, daB nur die folgenden Hille moglich sind:

(i) ex = 11 - p, f3 = q - 1, (ii) ex == n - p - I, f3 = q - I, (iii) ex = n - p, f3 = q.
Seien ip und jq die groBten Elemente in I bzw. J. Wenn ex = n - p ist, gilt
Plip+l)(O) = slipl(O) ~ O. Aus PIi+l)(O) p<i+2)(0) < 0, SIO(O)' S\i+1l(O) < 0,
i = i p , ••• , n - 1 folgt PI11l(O) . sln-l)(O) > O. AuBerdem ergibt sich aus f3 = q
oder f3 == q - 1 wegen sUq)(I) = Pliq+l)(1) =i= 0, daB slil(I)Pli+ll(I) > 0,
i = jq ,... ,11 - 1 ist und damit

In Fall (i) gilt fUr hinreichend kleine El , E2

P(x)s(x) > 0, X EO (0, EJ

P(x)s(x) < 0, X EO (1 - E2 , 1).

Also hat seine weitere Nullstelle in (0, 1), es ist also Z(s; (0, I)) ~ 2k + 1.
In Fall (ii) und (iii) ist Z(s; (0, 1)) ~ 2k. Aus Satz 3.4 falgt nun, daB s auf
[Ul , U,.] yom Hochstgrad ist. Dann folgt nach Satz 3.3 die Beziehung
W(s; (0,1)) =, r. In Verbindung mit p<n)(l)sln-ll(l) > 0 folgt p<nl(x)sln-li(x) ~
0, X EO [0, 1]. Damit kann man (4.21) wie in Lemma 4.6 zeigen.

(b) Sei s ohne Nullstellenintervall mit p = 0, q 7'= 0 bzw. p ~ 0, q = O.
Dann fUhren mit ex = n - 1 bzw. f3 = 0 die gleichen Uberlegungen wie in (a)
zum Ziel.

(c) Der Spline s besitze Nullstellenintervalle:

1m Fall p =0, q =0 Iiegt ein Nullstellenintervall [Ui' ud C (0, 1) vor. Man
wendet die Uberlegungen von (a) auf die Intervalle [0, uJ und [Uk' 1] an,
wobei S+(slil(u;m-l = n - 1 und S-(.~Iil(UI,·))~_l= 0 ist. 1m Faile p = 0 bzw.
q = 0 ist Ui = a bzw, Uk = b.

Bemerkung. Das Lemma 4.9 und die Beziehung (4.16) ergeben, daB bei
Variation der Nullstellen eines Perfektsplines sich die Knoten nur innerhalb
gewisser Schranken andern konnen.

Flir Monosplines wurden solche Aussagen schon von Lange [5] gezeigt.
In dieser Arbeit wird ein etwas anderes Interpolationsproblem betrachtet.
Die dort verwendeten Methoden lassen sich auch hier benutzen. Man kann
aber auch die Methoden von Lemma 4.6, Lemma 4.8 und Lemma 4.9 ver
wenden, wobei in diesem Fall Splines mit doppelten Knoten vorliegen.
1m Einzelnen ergibt sich:
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Elvf(U, X)
cU

(4.2.?j

Aus dem Gleichungssystem (4.10) ergeben sieh deshalb fUr die Splines

k r

"\ ( 1) b cg i (L') ( 'n-l- L. 11 -' i-r',- I • U - x,L" .
i ~l CUj

die Eigenschaften

j = 1, ... ,1', (4.23)

LEMMA 4.10. Fiir aIle j = 1,... , r gilt

cg, (U) >- 0
~ ;?"

cu·.I

i = 1, ... , r

i EO 1'.

i = I, ... , k.

(4.24)

Beweis. Wie in Lemma 4.6 zeigt man diese Aussage. Die Koeffizienten in
(4.23) werden unter Verwendung von (4.24) untersucht

Dann bilden wir den Spline

,.
t(u) = L t,(u)

j~l

(4.25)
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der die Eigenschaften
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[(uJ = M'(Ui)'

[(il(O) = 0, i EO r,

besitzt. Damit bilden wir den Spline

t(u) = M'(u) - leu)

i = 1,... , r

1(j)(1) = 0, j EO J'
(4.26)

k

= un-l/(n - I)! + 17n-l + L f3,(u - Xi)~-l
i=l

wobei 17n-l ein Polynom vom Hochstgrad n - 1 ist und f3i reelle Zahlen sind.
Dieser Spline hat die Eigenschaften

t(Ui) = 0, i = 1,... , r

LEMMA 4.11. Es gilt

t (il(O) = M(i+l)(O), i EO r,
t U)(1) = MU+l)(l), j EO 1'.

(4.28)

i = 1,... , k.

Fur r = J' = 0 gilt "L.;~1(8gd8uj)(U)= 1. Sonst existiert ein io , so daft
"L.:=1(8gio/8uj)( U) < 1 ist.

Beweis. Es werden Aussagen tiber das Vorzeichen der Koeffizienten in
(4.27) unter Benutzung von (4.28) gemacht (siehe Lemma 4.9).

Nun solI die Abbildung h betrachtet werden:

Seien Xl, X2 EO:f gegeben und Ui = l(Xi) bzw. Xi = g(Ui), i = 1,2. Dann ist

Weiterhin gilt
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AU5 Lemma 4.9 und Lemma 4.11 folgt

und es existiert ein Va , 50 daB

!f ~hvo eX)I< 1.
I i~l eXi

(4.29j

(4.30)

SATZ 4.12. Die Abbi/dung h: .t --.t besitzt hochstens einen Fixpunkt.

Bell'eis. Wir nehmen an, eS gebe zwei Fixpunkte Xl, X 2 C X. Sei Xi =

(Xli, .•. , X,:'), i = L 2.

(a) Es existiere ein c, so daB I x,I - xl i = c, i = l,. .. , k. Dann
existiert ein Va, so daB nach (4.29) und (4.30) gilt

Dies ist ein Widerspruch.

/b) S' . . I d' d () I 2 1 I >-." 1" 1 .~ elen 10 ,11 n lzes, so alJ X io - X io ~ I Xi- - Xi ',1= ,,,., k,
I 2 I I I 2 .1 I '1 S" - . -. ' 1 D ; h (4 ?9\I x in - Xi

o
I > . Xi , - X i, gl 1. el 10 - V, 11 - Vi. ann ,st nac .'- j

I: r' ,

<' '\" I( 2 1)11 env (Xl T ()(\'2 Vl\):-.::::::: i::l I Xi - Xi - 8Xi ,... lr"' -..,'1..):

denn wir zeigen, daB (8h v /&x v+!)(XI + 8,,(X2 - Xl)) > 0 ist. Sei X =

X = Xl + 8,.(X2 - Xl), sowie f(X) = U = (Ui);'~l' g(U) = X = (Xi);'=l . Es
gelten die Verschranktheitsbedingungen U2i-n+p < Xi < U2i,p. i = 1, ... , k.
Del' Spline s, ~l von (4.12) erfiillt S:+I(Xv+!) 7'= O. Mit den Nullstelleneigen-
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schaften (4.13) folgt, daB Sv+l auf [u 2v- n+P+2, 1I2v+P+2] nicht identisch Null ist.
Dies heiBt

of,.
-''_(X) ---I-- 0

r, -r- ,
CXv +1

i = 2v - n + p + 2, ... , 2v + p + 2.

AuSerdem gilt 5\-1) < Ui < Yi+n-p, i = 1,... , r, wobeiY2i_1 = Y2i = Xi ist. Sei
nun T = max(2v - n + p + 2, I). Aus 1 ~ v < k folgt I ~ T ~ r. Dann ist
t T (lI) auf [5'2v+2-n , Y2v+2] hzw. [Y1-P' Yan-v] nicht identisch Null. Es zeigt
sich fUr n :): 3, daB [Y2v-1 , Y2v+2] stets in dem zu T gehorigen 1ntervallliegt.
Damit ist tT nicht identisch Null auf [xv, Xv+l] mit Knoten von doppelter
Vielfachheit in Xv und x"+l . Es gilt also (8n8x"+l)(X) ~ 0 und (2g,.f8uT )(U) ±
O. Daraus folgt

~8hv (X) == I ~gv (U) r °fi (X) > O.
cXv+1 i~1 CUi dXv+1

Ebenso verlauft del' Beweis fUr i1 = Jl - I. Damit ist del' Satz bewiesen.

Beweis von Satz 2.1. Nach Satz 4.12 gilt fUr n :): 3, daB nur ein duales
Paar existiert, fUr n = 2 kann man es elemental' nachweisen. Aus Bemerkung
4.4 ergibt sich damit del' Beweis von Satz 2.1.

Beweis von Satz 2.2. Es laSt sich entsprechend Satz 4.2 zeigen, daB eine
Minimallosung von Problem II genau 2k Nullstellen in (0, 1) besitzen muS.
Perfektsplines mit diesel' Eigenschaft haben beschrankte Koeffizienten und
daher existiert eine Minimallosung. Sie muS nach Satz 4.1 einen dualen
Monospline besitzen. Nach Satz 4.12 existiert nul' ein dualer Monospline.
Damit ist del' Satz gezeigt.

5. BEISPIELE

(I) Euler-M ac-Lallrinsche QlIadratlirformeln

Sei n = 2t + 1 oder n = 2t und 1= J = {O, 1,3,... , 2t - I}. Del' Ein
fachheit halber betrachten wir das 1ntervall [0, k + 1]. Nun soll Problem I
fUr k Knoten gelost werden. Als duales Paar erhalten wir den Bernoullischen
Monospline En und einen etwas transformierten Eulerspline En, die folgender
maSen definiert sind: Del' n-te Bernoullische Monospline 13 n wird definiert als

B,,(x) = B,,(x) 0 ~ x ~ 1

Bn(x + 1) = Bn(x),



OPTI'\1ALE QUADRATURFORMELN 225

wobei B" das n-te Bernoullische Polynom sein soil. Del' n-te Euierspline E"
wird definiert als

En(x) = En(x), 0 ~ x ~ 1,

EII(x --'- 1) = -EAx),

wobei £n das n-te Eulerpolynom sein 5011. Sei weiterhin

Bn(x) = B,,(x) + (l + 21- n)2-uB,,(O),

E2tdx) = (-IYE2t+1(2x) + (-l)l+1£2IdO),

E2tCx) = (-01E2tC2x - (1;'2» -j- ( 1)1£2t(1/2).

In StrauB [[4J, S. 387 ist gezeigt, daB Bnund En ein duales PaaL" im Sinne von
Satz 2.1 sind. Damit ist gezeigt, daB die Euler-Mac-Laurin-Formel, die dem
Bernoullischen Monospline zugeordnet ist (siehe Schoenberg [12]), eine
oprimaJe Quadraturformel im Sinne von (1.2) ist, wenn 11. k, ! und J in del'
genannten \'/eise vorgegeben werden.

(H) Man kallil auch Sat:: 2.2 verwenden, 11m optimale Quadratwformdn ::1I

gewinnen

1m Fall n = 2 ist das Interpolationsproblem (4.1) leicht 16sbal'. Man
betrachtet nun aIle Perfektsplines mit k doppelten NullsteIlen und berechnet
den Integralwert auf dem fntervall [0, I]. AnschlieHend bestimmt man durch
Diffel'entration die extremalen Stiitzstellen. Sie sind allel'dings schon bei
Nikolskii [ill zu tinden.
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