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EINLEITUNG

In zahlreichen Arbeiten wurden Quadraturformeln G(f) so bestimmt, daf
fiir das Restglied R(f) = ﬂ, f(x) dx — Q(f) die Konstante ¢ in

1,2

ROV < e[ For )

minimal wird (siche Schoenberg [12]). In dieser Arbeit untersuchen wir
Quadraturformeln mit minimaler Konstante ¢ in foigender Abschitzung

R(f) < ¢ max | fim(x),
xel0,1]
wobei auch die Stiitzstellen der Quadraturformel variabel sind. Fiir die
Fille n =1, 2 hat Nikolskii [11] schon die optimalen Formeln angegeben.
Diese Ergebnisse sollen hier auf Quadraturformeln von beliebigem Grad »
erweitert werden.

Dabei untersucht man ein L;-Approximationsproblem fiir Splinefunk-
tionen mit freien Knoten. Als vorteilhaft erweist sich die Charakterisierung
der Minimaliésungen mit Perfektsplines. Diese Charakterisierung wurde
schon in fritheren Arbeiten von Straull [14], [15] darchgefiihrt. In [16}
wurden Charakterisierungs- und Eindeutigkeitssitze fiir Approximations-
probleme mit festen und freien Knoten angegeben und der Zusammenhang
mit Quadraturformeln gezeigt. In der vorliegenden Arbeit werden die
Ergebnisse bei freien Knoten ausfithrlich bewiesen. Dabei zeigt sich, daB
das genannte Problem zu einem L,-Approximationsproblem fiir semi-
definite Perfektsplines dquivalent ist. In [14] wurde zundchst gezeigt, daf die
angegebene Charakterisierung durch Perfekisplines beim Problem mit
freien Knoten eine notwendige Bedingung ist. AuBerdem ergab sich, daf
eine Minimalldsung stets einfache Knoten besitzt. Es wurde dann ein
Tterationsverfahren abgeleitet. Die Minimalldsungen unseres Problems sind
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Fixpunkte dieses Verfahrens. Hier wird nun gezeigt, daB nur ein Fixpunkt
existiert.

Lange [5] hat Aussagen iiber die Variation der Knoten eines Monosplines
bei Anderung der Nullstellen gemacht. Diese Ergebnisse werden auf Perfeki-
splines iibertragen und ergeben die Eindeutigkeit des Fixpunktes durch eine
Kontraktionseigenschaft des TIterationsverfahrens. Daraus folgt, daB die
angegebene Bedingung auch hinreichend ist und die Minimalldsung ein-
deutig. C.A. Micchelli hat eine Minimalleigenschaft der Euler-Mac-Laurin-
schen Quadraturformel fiir feste Stiitzstellen nachgewiesen. Aus unseren
Uberlegungen ergibt sich die Optimalitit auch fiir variable Stiitzstellen.

1. PROBLEMSTELLUNG

Unter der Quadraturformel eines linearen Funktionals L(f) = | o f(x) dx
fiir Funktionen auf [0, 1] versteht man den Ausdruck

OUf) = ¥ A0 + Y BN+ 3 Y euf ), (L)
iel jed i=1 j=0

wobei I und J vorgegebene Teilmengen von {0,..., n — 1} sein sollen, 0 =
Xo <Xy < n < Xpp < Xppp =1 und 0 <m; <n, i=1,..,m ist. Jede
Wahl von 4;, B;, ¢;, x; liefert eine Quadraturformel. Das lineare Funk-
tional R(f) = L(f) — Q(f) wird Restglied genannt. Die Quadraturformeln
sollen stets alle Polynome bis zum Grad » — 1 exakt integrieren, d.h.
R(f) =0flralle fe m,_; .

Gesucht sind alle Quadraturformeln, fiir deren Restglied R gilt:

sup | R(f) = ircl)f” sup | R(f), (1.2)

I Ml<L 7] o<1

wobel @ die genannten Quadraturformeln durchliuft. Fiir die Indexmengen
Tund J gelte mit I = {i; ,..., i,}, J = {J1 sors Jo

Ly +k>=v,v=1,.,n, (1.3)

wobei /, die Anzahl von Elementen in {; ,..., 7, , Ji ,-.., Jo} 1St, die kleiner oder
gleich v ist. Diese Bedingung ist wegen folgender Aussage notwendig
(Michelli C.A. and T.J. Rivlin [9]): Zu jeder Wahl von (x,)]"; existiert eine
Quadraturformel von der Form (1.1), die alle Polynome bis zum Grad
n — 1 exakt integriert, genau dann, wenn [ und J die Bedingung (1.3)
erfiillen.

Daher wird im folgenden stets gefordert, daB Bedingung (1.3) giiltig sei.

Die genannten Probleme sollen durch Approximationsprobleme gelSst
werden.
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Sei

v n—1 moom, M
s =15 | st = Y, ax’ = % 3 bax =) -

i=1 j=1 .'

ein Raum von Splinefunktionen, wobei m und »:; wie oben gewdhlt siad.
Wir bilden die Klasse der Monosplines

M, ={M| M) = xn! — s{x). 55,
die folgende Randbedingungen erfiillen
M, {C) = MeM,, | MP0) =0,icl. MU(1) =0,j=J.

wobei [' = {n — 17— 1 \ ie{l,.,n— IR0 ={ . }

A5
B .
_j = )(;'5

n— W/} {J1 seees gl

ist.
Dabet kann man 1" und J' als duale Mengen von 7 und J betrachten. Es
gilt nun: Das Restglied einer Quadraturformel hat die Darstellung

R = (=1 [ ME) 0 dv, M e Mo(C)

Dies fiihrt auf unser Approximationsproblem. Gesucht ist ein Monospline
Mye M, (C"), so daB

-1 -1
|| AL dy < J CM(x) dx furalle MedM, (C) (1D
) 0
it.

Den Losungen von Problem (1.4) sind Quadraturformeln zugeordnet. die
(1.2) erfiillen.

e,

2. CHARAKTERISIERUNGSSATZE

Zur Charakterisierung benétigen wir eine Klasse von Splinefunktionen, die
socgenannten Perfektsplines

P, LCy = PIP(\} = 3— a;x’ *((—1)"/11‘)[ il—i)l(\ — Ll’)]

J~0

)
0 <y < <y, <L.PUOY=0,iel, P()=0,j¢ J';,
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wobei a,, 4 ,..., d,_; reelle Konstanten sind. Diese Funktionsklasse ist
bei Karlin [2] ausfiihrlich beschrieben.

Sei M, (C’) die Menge von Monosplines in M, (C’), die in (0, 1) die
maximale Anzahl an Nullstellen besitzt. Bekanntlicherweise haben diese
Monosplines k einfache Knoten. Weiter seien

X ={(x)y1x,>0,x,—x, >0,.,1 — x;, >0}
W ={(u)iqlth >0,uy—u; >0,.,1 —u >0}

vorgegebene Mengen, die die Knoten der Monosplines bzw. Perfektsplines
beschreiben sollen.

Problem I. Seien n, k, I und J vorgegeben. Gesucht ist ein Monospline
Mye M, (C"), der

a1 .1 .
J | My(x)| dx < J | M(x)| dx  firalle M e M, (C)
0 0

erfillt.

Satz 2.1. (a) Es existiert genau eine Minimallosung M, von Problem I
und M, ist Element von M, ;{C’).

(b) Der Monospline M, ist genau dann eine Minimallosung, wenn ein
Perfektspline Pye P, (C), r = 2k + p + q — n, existiert, so daf

P (x) = sgn(My(x))
Polxs) = Pi(x) =0, i=1,.,k

ist, wobei (x;)}_, die Knoten von M, sind.

Der groBite Teil dieser Arbeit wird dem Beweis dieser Aussage dienen. Es
zeigt sich dabei, daBl das vorgegebene Problem zu einer anderen Frage-
stellung dquivalent ist.

Problem Il. Es sein, k, I und J gegeben. Sei
PyAC) ={PeP, (C)] (=" P(x) >0, xe[0,1],r =2k +p+ q—nl.

Gesucht ist ein Py & P, (C), das

1
[ P a’x‘ fir alle P e P° (C)
9

1
[ PaCo) dx | <
(1]

erfulit.
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Dies ist ein L;-Approximationsproblem fiir semidefinite Perfekisplines.

Satz 2.2. (a) Es existiert genau ein Element Py P, (C}, das Probleri {1
lost.

(by Der Perfektspline P, ist genau dann eine MinimaliGsung., wenn zin
Monospline My e M, {C') existiert mit

P(x) = sgn My(x)
Py(x)) = Py(x)) =0, P=l..k
wobei x; die Knoten von M, sind.

(c}y Esgilt

[ 1 M) dx = i [ " () d |

Y

Wir nennen die eben beschriebenen Paare kiinftig duale Paare, denn die
Knoten des Perfektsplines sind die Nullstellen des Monosplines und die
Nullstellen des Perfektsplines sind die Knoten des Monosplines.

Die genannten Approximationsprobleme sind einander zugeordnet.

3. HILFSSATZE

in diesem Paragraphen sollen einige Hilfsmittel angegeben werden, die
wir spéter benstigen.

Es seien die Indexmengen 7 und J vorgegeben, die Bedingung (1.3) erfitlien.
Dann gilt, daB die zugeordneten Indexmengen I’ und J'

Lh+r=mw, v= 1l r=k—p4+qg—=n

PN
o
o

erfiillen, wobei /; die Anzahl an Elementen in i) ..., iy_p, ji vees Jm_o} S€I0
soll, die kieiner oder gleich v ist (siche StrauB} [15).

Auf Grund dieser Eigenschaften gelten die folgenden Aussagen: Es seien
also 1, k, 1 und J gegeben.

SATz 3.1. Es existiert genau ein Monospline M < M, {C"), der M{u) =0
erfilllt, wobei (u)i_;e W, r =2k +p + g — nist.
(siche Karfin S. and C.A. Micchelli {4] und (3.1)).
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SaTtz 3.2. Es existiert ein P € P, (C), der

PO(x) =0, i=1l,.,m j=0,.,m —1,

k43

Ymi=n+r—p—gq
o1

erfiillt. (siehe S. Karlin [2]).

Wir untersuchen nun die Anzahl der Nullstellen von Splines aus S, d.h.
s €S hat die Form

m m,

s(x) = Z a:xt - 3 Y bulx — x)V .

i=1 j=1

Unter S+(c;)s* = St({c;}y™) verstehen wir die Maximalanzahl von Vor-
zeichenwechseln der geordneten Folge ¢, ,..., ¢,_; , wobei man fiir die Nullen
41 oder —1 setzen darf. Unter S~(c;)y versteht man die Anzahl der
Vorzeichenwechsel der (c;);7 , wenn die Nullen weggestrichen sind. Es gilt

folgende Beziehung
ST~ eyt + S ey =n—1.

Mit Z(s; (0, 1)) bezeichnen wir die Anzahl der Nullstellen von s in (0, 1)
und Z(s; x) die Vielfachheit von s im Punkt x. Fiir x zwischen den Knoten
wird Z(s; x) wie bei Polynomen definiert. In einem Knoten x; habe nun s(x)
eine linksseitige Nullstelle der Vielfachheit « und eine rechtsseitige Nullstelle
der Vielfachheit 8. Dann wird die Vielfachheit von s in x; angegeben als

() afallsa=F<n—m —1
(1) a4 SO0, st (xgt), fallsa = B =1 — my
(i) B+ SH(smNx;7), e(—DEsB(x ), falls B > o = n — m;,
wobei €; = (—1)"—:—1 ist. Diese Definition stammt von Micchelli [8]. Als
Z(s; (0, 1)) bezeichnen wir die Summe iiber alle Nullstellen. Wir benétigen

nun einen Satz von Budan-Fourier fiir Splines, der von Melkman [6]
entwickelt wurde. Zunéchst wird folgende Hilfsfunktion eingefiihrt:

(a) Seis vom Maximalgrad auf [0, 1], d.A. s*V(x) = 0, x €(0, 1) und
Wis; x) = STHe(—1) s 690G Wm) — m. (32
Dabei wird c,,..., c,_, abgekiirzt {c;}n geschrieben. W(s; x;) wird als

Vielfachheit der Nullstelle von s~ in x; betrachtet. Fiir einen Punkt X,
der kein Knoten ist, gilt W(s; X) = 0.
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Mit W(s: (0, 1)) bezeichnen wir die Summe iiber alie Knoten.

{b) Man 4Bt nun allgemeiner noch zu, daB s nicht auf allen Teil-
intervallen den Maximalgrad # — 1 hat und bezeichnet mit n; den Grad von
stix;, x;0). Falls ng<n—1, n,<n—1 und m;=n—1, i =1,
m — 1 ist, dann ist

W(s; (0, %) = ST™(0), s (v,

n—iy

W(s; [xm > D) = STU(—1) sV, )ncm, (=D (1)) (3.3)

S

W(s; (xy, x,,)) ist wie unter (a) definiert.
Mit diesen Bezeichnungen zeigt Melkman [6] folgende beide Aussagen:

SATZ 3.3. Sei s< 8 ein Spline ohne Nullstellenintervali, der s9#—9(x) = 0
xe(xy. x,) erfiills, Dann gilt

Z(s: (0, 1) = SO + ST < W 0, 0). 34
Satz 3.4. SeiseS ein Spline mit Hochstgrad n; auf (x; . x;.), dann gilt

Z(s; (0, 1)) — S22t + STt < Z Py — 7 (n — 1 — )

Diese beiden Sétze sind Spezialfille der Aussagen von Melkman. Mit
Hilfe dieser Aussagen wird gezeigt:

Lemma 3.5. Sei M e M, (C') gegeben mit
M(u;) =0, I =lao.r (4 2.
Darnn gilt
(a) (—1D)*M(x) >0 x € (0, €), € hinreichend klein

(by Esisth, >0,7=1..., k, wobei

M(x) = —n—: — P y(x) — Z bx — %)

i=0
Beweis. (a) Aus den Nullstelleneigenschaften in 0 bzw. 1 folgt

SO <p,  STMOW) =0 — g,
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dan—p=1]Iundn—gq=|J"| Damit ist
Z(M; (0, 1)) — S M) + STMOW)y =r —p+n—q =2k
Nach Satz 3.4 folgt, daB die linke Seite kleiner gleich 2k ist, d.A.
s MO, =p,  STMOW); =0 — 4.
Nun ist M(0) > 0; daraus folgt (—1)*?M(0) >0 und es existiert ein
€ >0, so daB (—1)?M(x) > 0 fiir x € (0, €).
(b) Diese Aussage wurde ohne Randbedingungen bei Micchelli [8]
bewiesen. Sie folgt auch aus Satz 3.3.
LemMA 3.6. Sei Pe P, (C),r =2k -+ p+ g — nund
P(xi) = P,(xi) = 09 i = 15"'9 k’ (xi)'?=1 eX.
Dann ist
(@ (—1)"Px) =0,x€]0, 1],
(®) (—=D2P™(0) = 1,
(€) SH(PDO)s =n—p, SHPD(1)) = g.

Beweis. (—1)?P(0) = 1 folgt sofort aus der Darstellung von P. Wie in
Lemma 3.5 beweist man die Aussage (c). Daraus folgt, daB (—1)"P(x) >0
auf (0, ¢) fiir ein hinreichend kleines € > 0. Man kann nun mit Satz 3.4 zeigen,
daBl P auller den k doppelten Nullstellen keine weiteren Nullstellen haben
kann. Dies beweist Aussage (a).

Es gelten auBerdem Verschrinktheitsbedingungen, die von einer Reihe
von Autoren angegeben wurden.

LemMa 3.7. (a) Sei M€ M, (C’) mit den Knoten (x,)}_, und den Null-
stellen (u,);_y , ¥ =2k + p + g — n. Dann gilt

Usirpn < X3 << Uszyp s i=1,..,k

sofern die Indizes sinnvoll sind.

(b) Sei PeP, (C) mit den doppelten Nullstellen x; und den Knoten
Ww)i—1,r=2k+p-+ g— n Dann gilt

Yi-p <u; < Yoti-n > [ = 17--‘1 F,

sofern die Indizes sinnvoll sind, wobei y.,_; = ys; = x;, I =1,..., k Ist.

Auflerdem ist folgende Aussage wohlbekannt.
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LEmMA 3.8, Es sei eine geordnete Punktmenge T = {t}iH""" in (a, bt}

gegeben und der Raum S mit vorgegebener Knotenverteilung. Das Tnterpols-
tionsproblem

sty =y, i=l.,n+k—p—g
sD0) =y el
s =3t jedJ

hat genau eine Lisung s € S fiir beliebige reelle Daten (y3i5 ™"~ (¥ e,
(3 N);es » wenn gilt:

(a) In jedem Punkt X c(a, b) diirfen insgesamt hochstens n Punicee
von T und Knoten von S zusammenfallen.

(b) Es gilr
tz'_.p < x; << ti+n—17 i = I,..(, 7 + k —p — 4

sofern die Indizes sinnvoll sind.
(¢) Die Mengen I und J erfiillen (1.3).

Bemerkung 3.9. In Karlin [2] wurde die Eindeutigkeit der Losung von
Satz 3.2 nur fiir speziellere Randbedingungen gezeigt. Aber auch in unserem
Fall ist die Lésung noch eindeutig. Man kann dies z.B. auch mit Hilfe von
Lemma 3.8 unter Benutzung der Aussagen in Strauf} [14], Section 2 zeigen.

4, BEWEISE

In StrauB [14] wurde fiir speziellere Randbedingungen schon gezeigt, dall
die in Satz 2.1 genannte Bedingung notwendig fiir MinimaliGsungen ist.
Daraus wurde ein Iterationsverfahren entwickelt, das Monosplines mit diesen
Eigenschaften liefert. Diese Aussage wird hier in folgendem Sinne erweitert.
Es wird gezeigt, daB zu vorgegebenen Werten von #, k, 7 und J genau ein
Monospline existiert, der einen dualen Perfektspline besitzt. Dieser Mono-
spline ist dann die Minimallésung und kann mit Hilfe des Iterationsverfahrens
bestimmt werden.

Wir genétigen non folgende Vereinbarungen: Sei Pe P, (C) gegeben
durch

Lo
iel’

P(x) = % x4 ((—1D7nY) [x" L2y (D {x — 'z.!,-)ﬂ,
i=1 ]

wobel

Pix) =0, P(x;) =0, i=1lo,k (x)eX PO} =9,je] (4.1}

4

640/27/3-2
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gilt. Dieses Gleichungssystem soll kurz durch

U = (¢ s Cip s Up sy ) (4.2)

P(X7 U) — 05 X = (xl LERRE] xk)

beschrieben werden.
Sei M e M, (C’) gegeben durch

I
M(x) = x"fn! — Y ax' — Y bix — x)"

iel i=1

wobel
M) =0,i =1,.,r, (W)e¥, M) =0,jet’ 4.3)
gilt. Dieses Gleichungssystem wird kurz
MUX)=0 U = (uy ,..., 1)
. 4.4

X = (ail EERRE] aip ’ bl LR bk 3 X1 geens xk)

geschrieben.
Es existieren nun Abbildungen f, g, so daB

fir alle X e X
firalle Ue

U
X

gilt.
Wir betrachten noch die folgenden Restriktionen:

f = (j;_ 5---7f:‘) = (,fn—p—i—l :"':-J—fn—p+7‘)

g = (&1 &) = (Bhtpt1 o> 2w 0)-

Dann gilt: /: X —> U, g: W — X, Weiterseih =g -1 ¥ - X.
Iterationsverfahren: Es sei X; € X beliebig vorgegeben. Dann sei fir alle

natiirlichen Zahlen v
U, = f(X,) X, eX

X =28WU) Uel

AuBerdem seien P, die Lésungen von (4.1) zu X, und M, ,, die Losungen von

43)za U,.
Dann gilt der Satz (siche auch Strauf} [14]):

SAaTz 4.1. Es besteht die Beziehung

ol
< | M) dx,
Yo

[ M0 dx < | [0 " P dx

wobei das Gleichheitszeichen nur fiir M, = M, gilt.



~ e

OPTIMALE QUADRATURFORMELN FAW]

Beweis. Die auftretenden Splines haben folgende Form

N
M, (x) =x"int =Y a8 — Y by — 5,00
i1

iel

mit M, () = 0,7 = 1,.., rund

PLY) = Y cox’ + ((—D%nY) [x” + 2 i (=D lx — M;{Vf]

e’ i=1 j

Plxiy) = Pxin) =0, i=l..k

Eine n-fache partielle Integration liefert

n—1 . . L i1
Y (=D MO - P
=0 6

it ()
[ M) PV(x) dx =
Yo

&, 00

.
Y (=DM P
i=1 '

P70

21
-+ (=" ’ P(x) dx

~¢

o~
I
n
~

a1
= (—I) JO P(x) dx.

Die erste Summe verschwindet wegen der Nullsteileneigenschaften am Rand.
die sich aus M, e M, (C", P, P, (C) ergeben und die zweite Summe
wegen P(x;) = 0,7 = 1,..., k. Nach der Konstruktion folgt aus Lemma 3.5a
und Lemma 3.6b

sgn M, (x) = P(x). (.6)

Wie in (4.5} folgt

Lor o plo .
F 4"‘ L'+ILY) Pu (Y) (I’,\

o

T
I

A 1
S (1Y b — DU Px L) - (=D | P dv.
; 13

_
‘_[:;m
~J

-
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Es gilt b;,., >0, i =1,.., k, nach Lemma 3.5b und (—1)*P,(x) =0,
x € [0, 1], nach Lemma 3.6a. Daraus folgt

L
2 (=D by PXiy) <O (4.83)
=1

und Gleichheit gilt genau dann, wenn x;,,, = x;,,{ = L,..., k.
Die Beziechungen (4.5), (4.6), (4.7) und (4.8) ergeben

[ 1 M0l dxe < (=1 [ P
(1] (1]

1 ) 1
= [ M) PPy dx < [ | M) dx
Yo b

und Gleichheit gilt, wenn x; ., = x;,, i = 1,..., k, dh.es muB M, =M,
sein. Dieses Iterationsverfahren, angewendet auf Elemente von M, (C'),
liefert uns duale Paare. Mit dhnlichen Argumenten folgt nun, daB in M, (C")
kein Monospline mit kleinerer L,-Norm als in M, ,(C") liegt.

Satz 4.2. Zu jedem M e M, (C')\M, (C') existiert ein M, € M, (C"),
so dafs

‘01 | My dx < | "\ M) dx.

Beweis. Wir setzen h; = m;, falls m; gerade und h;, = m, + 1, falls m;
ungerade ist. AuBerdem sei 4 = (1/2) 2k — Y;., h;). Falls A >0 ist,
withlen wir Punkte (z,)I; , die mit keinemn Knoten x, von M zusammenfallen
diirfen.

Sei nun P € P, (C) Losung des Interpolationsproblems

Pix;) =0 i=1,.,m
j=0,.,h —1

Piz)=P(z)=0 i=1,.,h

Man kann nun eine (4.5) entsprechende Beziechung herstellen, aus der

[ M) - PO d — (1) J'l P(x) dx

v
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foigt. Da sgn M(x) = P™(x) ist, gilt

1
{ M) dx >

9

’. P(x) dx 3

Jo !

Dem Perfektspline Pe P, {C) kann man nun wie in Satz 4.1 einern Mono-
sptine M, € M, ;(C’) zuordnen, so dal}

1 i
M@ dx < [ M) dx
1] ¥

giit.
Aullerdem gilt:

Satz 4.3, Es existiert ein Mye M, (C"), so daff

~l 1
[ My(x)] dx < f CM(x) dx  firalle Me A, (C)
d 6

3

Beweis. Es ist eine wohlbekannte Tatsache, dal die Koeflizienten der
Elemente von M, (C’) beschrinkt sind. Daraus folgt die Existenz siner
MinimallSsung.

Bemerkung 4.4. Bisher wurde gezeigt: Aus Satz 4.2 folgt, daB jede
Loésung von Problem I in M, {C") liegen muB. In M, {(C') konnte die
Existenz einer Minimall6sung nachgewiesen werden. Damit existiert eine
Minimallésung M, und sie hat maximale Nulistelienanzahl

Jeder MinimallSsung M, ist nach Satz 4.1 ein dualer Perfektspline zugeord-
net. Nun soll noch gezeigt werden, dall nur ein duales Paar existiert. Dabei
benutzen wir Beweismethoden wie sie Lange [5] angegeben hat. Dies fithrt
uns zur Lésung unseres Problems.

Wir untersuchen die weiter oben angegebene Abbiidung 4: X — X. U
gewisse Kontraktionseigenschaften von /1 nachzuweisen, betrachtet man die
partiellen Ableitungen von fund g.

Informationen iiber diese partielle Ableitungen erhiit man, wenn man die
Gleichungssysteme (4.2) und (4.4) differenziert. Es gilt

LemMa 4.5.  Es seien die Gleichungssysteme P(X, U = Q und M(U, X) =
0 gegeben. Dann ist
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Beweis. Diese Aussage ergibt sich mit Hilfe der Verschrinktheits-
bedingungen von Lemma 3.9.
Nun untersuchen wir die Gleichungssysteme

eP(X, T) oP(X,U) &
X T a0 5X (4.9)
MU, X) | eMUX) _
U + B (D) 0. (4.10)
Zundchst wird das Gleichungssystem (4.9) betrachtet. Es ist
0 0 ) ?
. . «
0 0 S
P’ 0 0 ‘
2L : k (@.11)
oX 0 0 P(xy)
0 0 2
: q
0 o J)

Man bildet nun die Splines

== £ e e oo

v=1

j=1..,k (412

Aus (4.9) und (4.11) ergibt sich, daB der Spline s; folgende Eigenschaften
besitzt:

s;(x) =0, i=1,..,k
si(x;) = 8,5P"(x)) i= l,..,k (4.13)
sHoy =0, iel, s9(1) =0, iel

Daraus ergibt sich:

LemMA 4.6. Firallej = 1,..., k gilt

of; .
! = =1,..,r
A, (X) = 0, i=1,...1
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Beweis. Der Einfachheit halber bezeichnen wir den Spline von
mit den Eigenschaften (4.13) durch 5 := s, . Er habe die Form

4.12)

L

n—1
s(x) = Y ax' + Zb(\~—u nt
i=0

(a) Der Spline 5 besitze kein Nullstellenintervall. Damit ist p = » und
g = n. Aus (4.13) folgt

SNt <n—p—1, SGEPANT =g
Da Z(s; {0 )=2k—1und m; =1, j=1,.,r ist, folgt aus Satz 3.4,
daB ¥ ,_ 1(;7 — 1 —n;) =0, so daB s auf dem Intowall fey , u,} Maximaligrad
hat. Nach Satz 3.3 gilt dann W(s; (0, 1)) > r. Da aber W{s: u,) < 1 ist, folgt
Wis; (0, 1)) = r.
Damit haben wir gezeigt

S_(S(i)(O)\)371 =pn—p—1, S+{'S(ll)(1))§71 _

) (4.14)
Z(s; (0, 1)) = 2k — 1,

{x} Seinunny =#n, =n — 1. Dann gilt nach Definition von W(s; u;)
S*((_ 1)271—15(11—1)(”{—)’ (___ 1)277;”5("*2)(112-7), 5(”‘“(115"» =7 {4 215)

Weiter ist s U(w;7) =0 und s Yy t) =0, i = 1,..., r. Aus (4.135) folgt
SUTHy Yy sty <0, i=1,.., r. Da {(n— Db, = (s Py —
s7=B(y,~y) ist, ergibt sich {(—1)/b; >0,i = 1,..., rund { = +1.

Nun ist noch { zu bestimmen. Es ist (—1)?P(x) = 0 fiir x (9, i) nach
Lemma 3.0a, also (—1)"P"(x;) > 0. Aus 5'(x,) = P"(x;) und der Tatsache,
dafl P sonst die gleichen Nullstellen wie s hat, folgt —s{(x)P(x) >0 ﬂh
x €(0, €), wobei € > 0 hinreichend klein ist. Aus (4.14} und (—1)"P(x) >
folgt dann {—1)#s""-D(0) > 0 und damit (—1)¥56; <0 und b, b, <€¥
i =1, r—1 Aus (4.12) ergibt sich die Aussage des Satzes im Fall (a).

(B) Seimy <i — 1,n, =n — 1. Dann folgt nach (3.3
S(nﬁ)(ul—) . s("—l)(ufr) <0
Esist {n — 1)1 by = s V(). Wie in («) folgt
(—D?s™0) >0, dh (=1D)"b <0

Die anderen Knoten werden wie in (x) behandelt. Wenn n, <<n — 1 ist,
folgt aus s V(x,*) = 0, daBl b, den geforderten Bedingungen geniigt.
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(b) DieFunktion s besitze Nullstellenintervalle. Sie miissen von der Form
[0, u,] bzw. [u, , 1] sein. Falls s diese beiden Nullstellenintervalle besitzt, gilt
S—(s 9w ))g™ = 0, ST(s(u,))i ™t =n — 1. Nach Satz 3.4 gilt Z(s; (u,, u,)) <
v — s — n. Aus der Verschranktheitsbedingung folgt, dall von den vorge-
gebenen Nullstellen auf die Intervalle (0, u,], (v, , u,) bzw. [u,, 1) jeweils
n+pu—1—p, v—p—n bzw. n+r —v— q entfallen. Aus Satz 3.4
folgt, daBB s auf [u,, #,] Maximalgrad hat. Wie in (a) folgt bb,.; <O,
[ = {y..., v — 1, nach Satz 3.3 und (—1)""2s(x) >0 fir xe(u,, u, + ¢,
d.h. (—1)"b, > 0. Daraus folgt nach (4.12), daB (—1)»+e-3+2(ef, jox;) >0
ist. Da aber (# -+ p — 1 — p) gerade ist, weil die Anzahl der in (0, p,]
vorgegebenen Nullstellen gerade ist, folgt &f./éx; >0, i= p,..,v— 1.
Wenn nur ein Nullstellenintervall von s vorliegt, folgt der Beweis durch
Argumente, wie sie in (a) und (b) verwendet werden.

Bemerkung 4.7. Es seien X, X € X gegeben und U = f(X) bzw. U =f(X).
Nach der Kettenregel gilt

7 i = i) — D) = Y, (& — =) PEALTE D),

i=1,.,r (416)

wobei die i-te Komponente von U bzw. U betrachtet wird.

Die partiellen Ableitungen von f machen eine Aussage dariiber, wie sich die
Knoten beim Interpolationsproblem fiir Perfektsplines dndern, wenn die
Eingangsdaten gedndert werden. Zunéchst haben wir in Lemma 4.6 gezeigt,
daB die partiellen Ableitungen nicht negativ sind. Jetzt soll eine Aussage iiber
eine Summe partieller Ableitungen gemacht werden.

Wir bilden

k
§(x) = 3 si(x).
j=1
Aus (4.13) folgen die Eigenschaften
5(x;) =0, §(x;) = P'(x;), i=1,.k,
( ' (x2) (. ) @17
§90) =0, iel s9(1) =0, jeld

Sei nun

s(x) = P'(x) — §(x)
= Pra(®) + (—D?/(n — 1)Y

X [x"-l +2 21(—1)" G — u)et (1 — é% (X))] (4.18)
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wobei p,_; ein Polynom von Hochstgrad » — 1 ist. Dieser Spline hat fol-
gende Eigenschaften
s(x) =5'(x) =90 P=1,..,k
s@(0) = PUE+1(0) il
(1) = PU+(1) jed

)
N
)

LemMa 4.8.  Der Spline s von (4.18) erfiillt
S” (S(‘)(O))" T <n—np,
S+( (1)(1))71 1 \ g — 1.

Beweis. Nach Lemma 3.6c ist S{P0))5 = n — p und SHPOUIN; = ¢q.

(a} Es sei {(P"r9(0))a, ..., (Prr0(0))in} die Teilfolge von (PO |
in der die Nullen gestrichen smd. Sie enthdlt # — p + | Elemente mitz — p
Vorzeichenwechsel. Sei v; > 0. In der Folge (s(0));* konnen hdchstens
folgende Elemente ungleich Null sein

{(S(VI+1)(O));L;0 (S(uv,+z)(0)),z;, (4.20}

Da auBerdem s )(0) = P¥+V(0), i = 1,.... A ist, folgt SHEPO)F ™ <n-p.
Sei v; = —1. Dann setzt man als ersten Block in (4.20) (a"l“*(O));‘;l,
Damit bleibt die Abschédtzung natiirlich auch richtig.

(by Aus ST(PY(1)); = q ergibt sich, weil die Feige ¢ Nullen besitzt,
dal3 jeder Block ohne Nullen stets das gleiche Vorzeichen besitzt. Sind zwei
Blocke durch eine gerade Anzahl von Nullen getrennt, besitzen sie gleiches
Vorzeichen, sind sie durch eine ungerade Anzahl von Nullen getrennt,
besitzen sie verschiedenes Vorzeichen. Mit diesen Argumenten ergibt sich
SHsO(WWserr =g — 1.

Lemma 4.9, Es gilt

-~
:(b‘
~
e

e

(i -y 4 (X)) =1,
| o ox;
Fir I=J0= g gilt 27 Aafifex) = 1, i = 1,..., r. Sonst existiert ein iy, so
daf X j..(8f;J6x) < 1 ist.
Beweis. Im Fall p =g =0 gilt s =0 wegen der Verschrinkheits-
bedingungen. Damit ist Z]k {&fi/ex;) = 1. Falls p = 0 oder g == 0 ist der
Spline 5 == 0. Sei o = S~(sP(0)g 7%, bzw. B = SHsD(1); ™
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(a) Der Spline s besitze kein Nullstellenintervall und sei p == 0, g = 0.
Aus Satz 3.4 und Lemma 4.8 folgt, daB nur die folgenden Fille moglich sind:

NDa=n-p,B=q-1,)a=n-p-1,B=qg-1, (iDa=n-p, =q.
Seien i, und j, die groBten Elemente in I bzw. J. Wenn o = n — p ist, gilt
PlriD(Q) = s6)(0) = 0. Aus PU(0) P42(0) < 0, s9(0) - s¥+(0) < 0,
i=1,,..,n— 1folgt P™(0) - s (0) > 0. AuBerdem ergibt sich aus 8 = ¢
oder B=¢g— 1 wegen sYa(l) = PUstl}(1) =£0, dal sP(DHPV(1) > 0,
i =j,,..,n — 1 ist und damit

st=D)P(1) = 0.
In Fall (i) gilt fiir hinreichend kleine €, €,

Plx)s(x) > 0, x(0, )
P(x)s(x) <0, xe(l —e,, 1).

Also hat s eine weitere Nullstelle in (0, 1), es ist also Z(s; (0, 1)) = 2k + 1.
In Fall (i) und (iii) ist Z(s; (0, 1)) == 2k. Aus Satz 3.4 folgt nun, daB s auf
[y, u,] vom Hochstgrad ist. Dann folgt nach Satz 3.3 die Beziehung
W(s; (0, 1)) = r. In Verbindung mit P(1)s'*~1(1) > 0folgt PP (x)s x) >
0, x € [0, 1]. Damit kann man (4.21) wie in Lemma 4.6 zeigen.

(b) Sei s ohne Nullstellenintervall mit p =0, ¢ == 0bzw. p =0, ¢ = 0.
Dann fithren mit « = n — 1 bzw. B = 0 die gleichen Uberlegungen wie in (a)
zum Ziel.

(¢) Der Spline s besitze Nullstellenintervalle:

Im Fall p == 0, ¢ == 0 liegt ein Nullstellenintervall [u, , 11,] C (0, 1) vor. Man
wendet die Uberlegungen von (a) auf die Intervalle [0, #,] und [u;,, 1] an,
wobei SH(s@(u))e™ =n — 1 und S~(s9(u,))s_; = 0 ist. Im Falle p = 0 bzw.
g = 0ist u; = a bzw, u;, = b.

Bemerkung. Das Lemma 4.9 und die Bezichung (4.16) ergeben, daB bei
Variation der Nullstellen eines Perfektsplines sich die Knoten nur innerhalb
gewisser Schranken dndern kénnen.

Fiir Monosplines wurden solche Aussagen schon von Lange [5] gezeigt.
In dieser Arbeit wird ein etwas anderes Interpolationsproblem betrachtet.
Die dort verwendeten Methoden lassen sich auch hier benutzen. Man kann
aber auch die Methoden von Lemma 4.6, Lemma 4.8 und Lemma 4.9 ver-
wenden, wobel in diesem Fall Splines mit doppslten Knoten vorliegen.
Im Einzelnen ergibt sich:
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Sei
M) 0 - 0 \ (
emu,X) _fo M) ) .
U 0 0 \? N
: : n—q
0 0 5

Aus dem Gleichungssystem (4.10) ergeben sich deshalb fiir die Sp!

) — Z & 0y + Z g'” 2 (U)w — x)

i 08; ;1: V-2 .
— 2 (n— 1) b, T, ) - —x2 j=1,..,

die Eigenschaften
fj(lll-) — 3ij1lf'(u_;) i = 1,.(.,

120y = 0 iel’ (4.24)
191y =0 ieJ
Lemva 4.10. Firallej = 1,..., r gilt
ng LI i,
i, (U) = i= 1, 4

Beweis. Wie in Lemma 4.6 zeigt man diese Aussage. Die Koeffizienten in
(4.23) werden unter Verwendung von (4.24) untersucht.

Dann bilden wir den Spline

I

M) = ) 1;(u)

=1

k

X 4 agu -~ ng+p L m—1
Y (yu” -+ Y (Z b, (U)} (r — x3

gy i—1 \j21

1

~
)
<R

<
Il
e

i (4.25)

Y

(Z b(n — 1) —2—1‘% (U)) ( — o

i=1

)
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der die Eigenschaften

fu) = M'(uy), i=1,.,r
(4.26)
190) =0, iel’, () =0, jelJ
besitzt. Damit bilden wir den Spline

Hu) = M'(uw) — t(u)

k
=Y — D F g+ Y Bl — x)T

g=1

_ Z bin — 1) (1 — Z rg’_' (U)) (w— x)"%  (4.27)

j= 1Gu1

wobel m,_, ein Polynom vom Hochstgrad r — 1 ist und B; reelle Zahlen sind.
Dieser Spline hat die Eigenschaften

tu;) =0, i=1,.,r
t@0) = M), iel’, (4.28)
19(1) = M), jeJ'.

LemMA 4.11. Es gilt

(1 .y iﬁ w )) =1, k.

J=1

Fir I'=J' = o gilt S2(8g;/eu)(U) = 1. Sonst existiert ein iy, so daf
ZJ—I(dgz /Cuj)(U) < 1 lSl

Beweis, Es werden Aussagen iiber das Vorzeichen der Koeflizienten in
(4.27) unter Benutzung von (4.28) gemacht (sieche Lemma 4.9).

Nun soll die Abbildung 4 betrachtet werden:
Seien X2, X2 ¢ X gegeben und U? = f(X?) bzw. X¢ = g(U?, i = 1, 2. Dann ist

72— BL = B(XY) — h(X?) = z (6,2 — Yl) (X’ + B(X2 — X1,

Weiterhin gilt
k

Lo-LEorLm.

X j=114=1 i1 Ui
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Aus Lemma 4.9 und Lemma 4.11 folgt

k

| & eh .
e (X)] 1 (4.29)
iz
und es existiert ein v, , so daB
1 & éh
|y Sl <1, (4.30)
P dx

Satz 4.12.  Die Abbildung h: ¥ — X besitzt hdchstens einen Fixpunki.

Beweis, Wir nehmen an, es gebe zwei Fixpunkte X', Y*CX. Sei X! =
xfn, x) i =12,

{a) Es existiere ein ¢, so daBl |x!—x2 | =¢, i=1,.%k Dann
existiert ein v, , so daf nach (4.29) und (4.30) giit

2 — x| = [ (X)) — A (XD

<! 2 o (X 6,000 — X
i=1
< |xk — x .
Dies 1st ein Widerspruch.
{b) Seien i,, i; Indizes, so daf} | x — xi \ [x2—xt,i=1,..k,
|xf —xi | > x5 —xj | gilt. Sei iy = v, i, = v + L. Dann ist nach (4.29}
k ah

R DMLl YO S AP e O]
i=1 ’ k

P x4 00— 1)

i

<1XV2~—-YV1‘ ’Z
i=1

1
<1-\'v

denn wir zeigen, daB (oh,/ox, HX* + 6,(X® — X)) >0 ist. Sei ¥ =
X = X'+ 6(X2 — XV, sowie f(X) = U = @)}y, g(U) =X = (X, . Es

gelien die Verschrinktheitsbedingungen oo ny, < X <t ,. i = Lo, &
Der Spline s,.; von (4.12) erfillt s,,,(x,,;) 7 0. Mit den Nullstelleneigen-
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schaften (4.13) folgt, daB3 s,.; auf {#e, .y p0s 5 Uy pro) nicht identisch Null ist.
Dies heilit

moff (X) # 0, i=2v—n4+p+2,..,2v»+p+ 2

Gxxl+1

AuBerdem gilt 7,_, < u; < Fion p, i =1,...,7, WObel ¥y, ; = J5; = X Ist. Sel
nunt=max(2v—nu+p+2,1). Ausl <v < kfolgt | <7 <r. Dann ist
t(u) auf [¥o,i0n» Voryo]l PzW. [ J1 4, Frin_p] nicht identisch Null. Es zeigt
sich fiir n > 3, daB [ 7,1 , Vs,.] stets in dem zu 7 gehdrigen Intervall liegt.
Damit ist £, nicht identisch Null auf [X,, X,;;] mit Knoten von doppelter
Vielfachheit in X, und X,_, . Es gilt also (¢f,/6x,.,)(X) == 0 und (¢g,/ou)U) =
0. Daraus folgt

M (xy— 3 &y —”f—l (X) > 0.

X, 11 5 ouy ox

Ebenso verlduft der Beweis fiir /; = » — 1. Damit ist der Satz bewiesen.

Beweis von Satz 2.1. Nach Satz 4.12 gilt fiir n 2= 3, daB nur ein duales
Paar existiert, fiir # = 2 kann man es elementar nachweisen. Aus Bemerkung
4.4 ergibt sich damit der Beweis von Satz 2.1.

Beweis von Saiz 2.2. Es 4Bt sich entsprechend Satz 4.2 zeigen, dal} eine
Minimallésung von Problem II genau 2k Nullstellen in (0, 1) besitzen muB.
Perfektsplines mit dieser Eigenschaft haben beschrinkte Koeffizienten und
daher existiert eine Minimallosung. Sie muB nach Satz 4.1 einen dualen
Monospline besitzen. Nach Satz 4.12 existiert nur ein dualer Monospline.
Damit ist der Satz gezeigt.

5. BEISPIELE

(I) Euler-Mac-Laurinsche Quadraturformeln

Sei n =2t + 1 oder n =2t und I =J ={0, 1, 3,..., 2t — 1}. Der Ein-
fachheit halber betrachten wir das Intervall [0, & + 1]. Nun soll Problem I
fiir £ Knoten geldst werden. Als duales Paar erhalten wir den Bernoullischen
Monospline B, und einen etwas transformierten Eulerspline £, die folgender-
maBen definiert sind: Der n-te Bernoullische Monospline B,, wird definiert als

En(x) = Bn(x) 0 <x < 1
B,(x + 1) = B,(x),
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wobei B, das n-te Bernoullische Polynom sein soll. Der #-te Eulerspline £,
wird definiert als

A

Ex) = E(x), 0 <x
E(x+ 1) = —E (x),

wobei £, das n-te Eulerpolynom sein soll. Sei weiterhin

B,(x) = B(x) + (1 + 2:-7)2-1B,(0),

E21‘+}(~":) = (_1)tE2t+1(2x) + (—1)f+152i4-1(0)>
Eol(x) = (— D'Ex(2x — (1;2)) + (— 1) Epf112).

In StrauB [14], S. 387 ist gezeigt, daB B, und £, ein duales Paar im Sinne von
Satz 2.1 sind. Damit ist gezeigt, daB} die Euler-Mac-Laurin-Formel, die dem
Bernoullischen Monospline zugeordnet ist (siehe Schoenberg [127}, eine
optimale Quadraturformel im Sinne von (1.2} ist, wena #. k. 7 und J in der
genannten Weise vorgegeben werden.

(E0y Main kann auch Satz 2.2 verwenden, um optimale Quadrarurformeln —u
gewinnen

Im Fall #» =2 ist das Interpolationsproblem (4.1) leicht I18sbar. Man
betrachtet nun alle Perfektsplines mit & doppelten Nullstellen und berschnet
den Integralwert auf dem Intervall [0, 1]. Anschlieffend bestimmt man durch
Differentration die extremalen Stiitzstellen. Sie sind alierdings schon bei
Nikolskii [11] zu finden.
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